
Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori

Svojstvene vrijednosti i svojstveni vektori Neka je Matm×n(R) skup
svih m×n matrica čiji su elementi realni brojevi. Svojstveni vektor matrice
A ∈ Matm×n je nenula vektor v ∈ Rn takav da Av = λv za neki skalar
λ ∈ R. Svojstvena vrijednost od A je skalar λ takav da Av = λv za neki
nenula vektor v ∈ Rn. Bilo koji takav par, (λ, v), se naziva svojstveni par
matrice A. Skup svih različitih svojstvenih vrijednosti, označavamo sa
σ(A).

• λ ∈ σ(A)⇐⇒ A− λI je singularna ⇐⇒ det(A− λI) = 0.

• {x 6= 0 |x ∈ ker(A− λI)} je skup svih svojstvenih vektora pridruženih λ-di. Vektorski prostor
Eλ = ker(A− λI) := {x | (A− λI)x = 0} se naziva svojstveni prostor matrice A.

• Za kvadratnu matricu A, broj ρ(A) = maxλ∈σ(A)|λ| se naziva spektralni prečnik od A.

1. Dat je operator f : R2 → R2 definisan na sljedeći način

f

(
x
y

)
=

(
3x+ 3y
x+ 5y

)
.

Odrediti svojstvene vektore i svojstvene vrijednosti operatora f .

2. Odrediti svojstvene vrijednosti i opisati odgovarajuće svojstvene prostore matrice

(a) A =

−1 6 −12
0 −13 30
0 −9 20

 ; (b) A =

 17 −10 −5
45 −28 −15
−30 20 12


Karakteristični polinom i jednačina

• Karakteristični polinom matrice A ∈ Matn×n je p(λ) = det(A − λI). Stepen od p(λ) je n, i
vodeći član u p(λ) je (−1)nλn.

• Karakteristična jednačina za A je p(λ) = 0.

• Svojstvena vrijednosti za A su rješenja karakteristične jednačine ili, ekvivalentno, korijeni
karakterističnog polinoma.

• Iako matrica A ima n svojstvenih vrijednosti, neke svojstvene vrijednosti mogu biti kompleksni
brojevi (čak iako su elementi matrice A realni brojevi), a neke svojstvene vrijednosti se mogu ponoviti.

• Ako matrica A sadrži samo realne brojeve, tada njezine kompleksne svojstvene vrijednosti se
moraju pojaviti u konjugovanim parovima - tj., ako je λ ∈ σ(A), tada je λ ∈ σ(A).

3. Data je matrica

(a) A =

(
3 3
1 5

)
; (b) A =

(
1 −1
1 1

)
.

Odrediti karakteristični polinom matrice A, kao i odgovarajće svojstvene prostore.

Rješenje-upute: (b) det(A− λI) = λ2 − 2λ+ 2; σ(A) = {1 + i, 1− i};
ker(A− (1 + i)I) = span{(i, 1)>}; ker(A− (1− i)I) = span{(−i, 1)>}.



Vǐsestrukost Neka je σ(A) skup svih (različitih) svojstvenih vrijednosti matrice A, i neka je λ ∈
σ(A). Algebarska vǐsestrukost od λ je broj koji predstavlja koliko se puta λ ponavlja kao korijen
karakterističnog polinoma matrice A). Drugim riječima, alg multA(λi) = ai ako i samo ako je (x −
λ1)

a1 ...(x− λs)as = 0 karakteristična jednačina matrice A. U slučaju kada je alg multA(λ) = 1, λ se
naziva jednostavna svojstvena vrijednost. Geometrijska vǐsestrukost od λ je dim ker(A−λI). Drugim
riječima, geo multA(λ) je maksimalan broj linearno nezavisnih svojstvenih vektora pridruženih matrici
λ.

4. Odrediti algebarske i geometriske vǐsestrukosti svojstvenih vrijednosti matrice

(a) A =

2 1 0
1 2 0
0 0 3

 ; (b) A =

3 −3 2
1 −1 2
1 −3 4

 .

5. Zadana je matrica

(a) A =

7 −4 0
a −7 b
3 −2 0

 (b) A =

 1 −12 5
a 2 −3
b 1 −2


čije su dvije svojstvene vrijednosti -1 i 1. Odrediti parametre a, b ∈ R i algebarske vǐsestrukosti
(algebarske kratnosti) svih svojstvenih vrijednosti matrice A.

Sličnost

• Za dvije n×n matrice A i B kažemo da su slične kadgod postoji nesingularna matrica P takva
da je P−1AP = B. Proizvod P−1AP se naziva transformacija sličnosti na A.

• Fundamentalni problem. Za datu kvadratnu matricu A, svesti je na najjednostavniju moguću
formu primjenom transformacija sličnosti.

6. Neka je data n×n matrica A sa elementima iz R i neka su λ1, λ2, ..., λn ∈ R svojstvene vrijednosti
matrice A, koje ne moraju biti različite, sa odgovarajućim svojstvenim vektorima v1, v2, ..., vn ∈ Rn,
i pretpostavimo da su v1, v2, ..., vn linearno nezavisni. Pokazati da tada vrijedi

P−1AP = D

gdje su

P =

 | | |
v1 v2 ... vn
| | |

 i D =


λ1 0 ... 0
0 λ2 ... 0
...

...
...

0 0 ... λn


Dijagonabilnost Neka je data matrica A ∈ Matn×n(R). Za matricu A kažemo da je dijagonabilna
ako postoji invertibilna matrica P , sa elementima iz R, takva da je P−1AP dijagonalna matrica, sa
elementima iz R. Drugim riječima, za kvadratnu matricu A kažemo da je dijagonabilna kadgod je
slična dijagonalnoj matrici.

7. Dijagonalizitati matricu

(a) A =

(
3 3
2 5

)
; (b) A =

(
1 −5
1 −1

)
;

(tj. odrediti invertibilnu matricu P , sa elementima iz R, za koju vrijedi da P−1AP = D, gdje je D
dijagonalna matrica sa elementima iz R).
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